| Tema 11. Aplicaciones Lineales

Aplicaciones lineales

1. Definiciones y propiedades

1.1. Definicién. Aplicacién lineal

Sean E y F dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K y f una aplicacién de E
en F.
f es una aplicacion lineal si verifica

flz+y) = fz) + fly), Ve,y€E
fOz) = M(z), YAEK,Vz€E

NOTA: Se empleard indistintamente la palabra homomorfismo o aplicacién lineal.

1.2. Teorema.

f es un homomorfismo o aplicacién lineal si y sélo si
fOz+ py) = M(z) +ufly) VAn€K; Vz,y€E.

1.3. Propiedades de las aplicaciones lineales

Las principales propiedades de los homomorfismos entre espacios vectoriales son

a) f(0)=0.

b) ¥z € E, f(-z) =~f(z).

¢) La imagen de un subespacio vectorial V de E es un subespacio vectorial de F. En
particular, f(E) recibe el nombre de subespacio imagen de f. Se suele denotar Im f.

d) Si S es un sistema de generadores de un subespacio vectorial V de E, entonces f(S)
es un sistema de generadores del subespacio vectorial f(V). Por tanto, f es sobre si
siendo B una base de E, f(B) es un sistema de generadores de F.

¢) Si V es un subespacio de F, f~*(V) es un subespacio de E.

1.4. Nomenclatura

Sea f un homomorfismo de E en F.
1) Si E=F, a f se le denomina endomorfismo.
2) Si f es inyectivo, se denomina monomorfismo.
3) Si f es sobre, se llama epimorfismo.
4) Si f es biyectivo recibe el nombre de isomorfismo.
5) Un endomorfismo biyectivo se llama automorfismo.

1.5. Definicién. Niicleo

Se llama niicleo de una aplicacién lineal -f , designandose Ker f 6 N(f), al conjunto
Kerf={z€E /[ f(z)=0}.

1.6. Propiedades del micleo
Las principales propiedades del niicleo son las siguientes
a) Ker f es un subespacio vectorial de E.
b) f es un homomorfismo inyectivo si y sélo si Ker f = {0}.
¢) Ker f = {0} si y sélo si la imagen de cualquier sistema libre de E es un sistema libre
de F.

NOTA: Si la restriccion de f a un subespacio V de E es inyectivoy S es un sistema libre de
V entonces f(S) es un sistema libre de f(V) C F.
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1.7. Definicién. Rango de una aplicacién lineal
El rango de una aplicacién lineal es la dimensién del espacio f(E).

Si los espacios son de dimensién finita, se tiene la siguiente igualdad

dim E = dim(Ker f) + rang f = dim(Ker f) + dim f(E).

NOTA: En particular, si dim E = dim F = n son equivalentes los conceptos de epimorfismo,
monomorfismo e isomorfismo.

2. Aplicaciones lineales y matrices

2.1. Matriz asociada a una aplicacién lineal

Sean E y F dos espacios vectoriales de dimensiones n y m, B = {e,¢3,...,¢,} una base
de E, B' = {uy,u3,..., Uy} una base de F.

Sea z = g zie; € E, f(z) = .);':1 z.f (&) =--,§ Vi B
I(Cl) = @y Uy + Qg - + Qo1 e

f(ez) = Gyt + Ggalig + ++ + Aol

f(en) = Q1ally + Gty + ¢+ Al

se tiene Y = AX, siendo

£3 n an ap v Gy

3 Y2 G 4axn ‘** G
X=1:1, =11, A=

Ty m Gml G2 " OGyp

donde Y es la matriz columna que representa las coordenadas de f(z) en la base B', X es la
matriz columna que representa las coordenadas de z en la base B; A, que puede denotarse
por M(f, B, B'), es la matriz del homomorfismo en las bases B y B’ (o con respecto a las
bases B y B'). Las columnas de la matriz A son las coordenadas de los vectores f(e;),
t=1,2,...,n, respecto de la base B’. A es una matriz de orden m x n.

Fijadas las bases B y B’ la matriz del homomorfismo es 1inica,
2.2. Operaciones con homomorfismos y matrices relacionadas con ellos

Sean E y F dos espacios vectoriales, B una base de E, B' una base de F. Sean fy ¢
dos homomorfismos de E en F, siendo

A:M(f,B,B’) C=M(g,B,B')
Al homomorfismo suma f + g definido por

(f+9)z) = f(z) +9(z), Vz€ E

le corresponde la matriz A + C.
Al homomorfismo A f (producto por un escalar) definido por

(Af)(z)=Af(z), Yz € E

le corresponde la matriz AA.

Sean E un espacio vectorial de dimensién n y B una base de E, F un espacio vectorial
de dimensién m y B’ una base de F y G un espacio vectorial de dimensién p y B” una base
de G.

Se consideran las aplicaciones lineales f; E — F, g: F — G y sean A = M(f, B, B'),
C = M(g, B', B"). Entonces la aplicacién compuesta g o f definida por g o f(z) = g[f(z)),
entre los espacios E y G tiene como matriz asociada a C - A, en las bases B y B”.

Si un homomorfismo f, f: E — F, de matriz asociada A, tiene inverso para la com-
posicién de aplicaciones la matriz asociada a ' serd A~',
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PROBLEMAS RESUELTOS

1. Dados dos espacios vectoriales E y F, determinar qué aplicaciones f: E — F de las
siguientes son homomorfismos
i) E=F = R, f(z) = z + ¢, con zo un vector fijo de R*.
ii) E=F = R®, f(z)= xo, con zq un vector fijo de IR*.
i) E=F = R®, f(z) = (22,0, 27 + z3), siendo z = (z,, z2, z3).
iv) E=F = Mpxn, f(A)=A+ A"
v) E = F = Py(R), f[p(z)] = zp'(z).

SOLUCION:

i) flz+y) =z+y+z0, f(z)+ fly) = 2+ y + zo + zo. Para que sean iguales zg = 0, es
decir, si zg # 0 no es homomorfismo y si zg = 0 queda f(z) = z, que trivialmente es
homomorfismo.

ii) flx+y) =20y f(z) + f(y) = zo + 70, por tanto, si zg # 0 no es homomorfismo y si
zg = 0 es el homomorfismo nulo, es decir, f(z) =0,Vz € E.

i) f(1,0,1) = (1,0,1), £(2,0,1) = (4,0,1) y £(3,0,2) = (9,0,2). Como se tiene que
f(1,0,1) + £(2,0,1) # £(3,0,2), no es homomorfismo.
iv) Sean A, B € Mpx, ysean A, p € K.

SAA+ uB) = (M +pB) + (AA + pB) = A + pB + \A" + uB'
=MA+A")+u(B+ B'")=Af(A) + uf(B).

Por tanto, f es aplicacién lineal.
v) Sean p(z), g(z) € Ps(R)y \, k€ R

fAp(z) + p(z)] = 2p(2) + pa(2))' = 2[2p'(z) + pq'(z)]
= Azp/(z) + pzq'(z)] = A[p(z)] + ufla(z)]-

Por tanto, f es homomorfismo.

2. Estudiar si las aplicaciones
i) f: R* — IR®, definida por f(z,,%2,%3) = (T3, %) + T2, —23).
ii) f:IR* — IR?, definida por f(z,y,2) = (z 4 y,0)
son aplicaciones lineales. En caso afirmativo, calcular su niicleo y su imagen. Estudiar su
inyectividad.

SOLUCION:
i) YA, i € Ry ¥(xy,72,23), (1, ¥2,13) € IR® se tiene

SNy, 22, 73) + plys, w2, 33)) = f(Azy + pn, Az2 + pye, Azy + pys)
= (ATy + pya, ATy + pyy + ATo + pya, —AT3 — i)
= (Az3 + pys, Mz + 22) + plyr + va2), —Axs — )
= M3, 21 + T2, —23) + plys, vi + v2, ~vs)
= M2y, 22, 23) + pf (yr, ¥2, 13)-

Por lo tanto, f es una aplicacién lineal. Para calcular la imagen de f, Im f, siendo
(41, v2, 1) = flxy, 22, 73) se tiene que

h=1
B2=I +I2

Ys= I3

son unas ecuaciones paramétricas del subespacio imagen; por tanto, un sistema S de ge-
neradores serd (haciendo z, = 1, 2, =0, 23 =0; 2, =0, 2o = 1, 23 = Oyxy = 0, 2 = 0,
z3 = 1) § = {(0,1,0),(0,1,0),(1,0,~1)} y una base sera B = {(0,1,0),(1,0,-1)},
por tanto, dim Im f = 2 de donde se deduce que [ no es sobreyectiva,
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Como sabemos que dim I = dim Ker f + dim Im f, tendremos que dim Ker f = 1.
Ker f serd la solucidn del sistema

ﬂ=I;
0=z, + 2
ﬂ=—1‘-3

que son unas ecuaciones implicitas del nicleo. Para obtener unas ecuaciones paramétri-
cas resnlvemos el sistema

Z; = —1 Ii=-}-
{3.1:0 = i::;

som unas ecuaciones paramétricas de Ker f. Haciendo A = 1, se obtiene una base de
Ker f, Bxery = {(—1,1,0}}, por lo tanto, f no es inyectiva.
i) YA, p € Ry ¥(z,y,z2), (¢, 2') € R se tiene

fIM,32) + w(@ o, )] = F(Az + u!, Ay + i/, Az + ')
= (Az + pr’ + Ay + pyf, 0) = (A(z + ) + p(z’ +¢/),0)
= Mz +y,0) + pulz' +¢/,0) = Af(z, 9. 2) + pf(2. ¥, 2)

Luego f es lineal.

Calculamos Im f. Como f(1,0,0) = (1,0), £(0,1,0) = (1,0), £{0,0,1) = (0,0), los
vectores imagen {(1,0),(1,0),(0,0)} forman un sistema de generadores de la imagen.
Una base de la imagen puede ser By, = {(1,0)} y dimIm f = 1, con lo cual f no es

sobre.
Unas ecuaciones paramétricas de Im f son
0= A
y=0.
Unw ecuacién implicita de Ker f esz +y = 0.
r=A
Entonces unas ecuaciones paramétricas de Ker f son { y=—=A y una base del
z=p

nicleo de f es {(1,-1,0),(0,0,1)}. Por tanto la aplicacién f no es inyectiva, ya que

Ker f # {0}.

3. Dado el endomorfismo de IR® definido por las ecuaciones

N=r+I2+1
Yo =TIy + T2 — X3
Ys =173
donde (xy,22,23) € (y1, Y2, ¥3) son las coordenadas de un vector y su transformado en la
base candnica, calcular
i) Ker f.
i) Im f.
iii) f(V), siendo V = {(zy,23,23) | 2\ + 22 + 23 = 0}.

SOLUCION:
i) Ker f viene dado por las siguientes ecuaciones
n+IxtIz=0

Ty+rp=r3=0 =
Ta =1

I1+I3=D
Ia=D

Una base de Ker f puede ser By, ; = {(1,-1,0)}.
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i) Calculamos los transformados de la base candnica

£(1,0,0) = (1,1,0) £(0,1,0) = (1,1,0) f(0,0,1) = (1,-1,1)

Por tanto, S = {(1,1,0),(1,1,0),(1,~1,1)} es un sistema de generadores de Im f
siendo una posible base S’ = {(1,1,0),(1.—-1,1)}.
iii) V es un subespacio de dimensién 2. Un sistema de generadores de V puede ser

S = {(1,-1,0),(1,1,-2)}. Entonces, f(S) = {(0,0,0),(0,4,—2)} es un sistema de
generadores de f(V). Una base de f(V) puede ser Byy) = {(0,4, -2)}.

9. Se considera el homomorfismo f de IR* en IR* que hace corresponder a los vectores (1,0,1),
(0,1,1), (1,1,0) los vectores (0,1), (0,2), (1,1), respectivamente. Se pide
i) Matriz asociada a f en las bases candnicas de IR® y IR*.
ii) Subespacio transformado de V =z, + 23 — 23 = 0.

SOLUCION:
i} Sean -

B. = {e;=(1,0,0),&2 =(0,1,0),e3=(0,0,1)} B’ = {uy = (1,0),uz = (0,1)}

las bases candnicas de I?® y IR* respectivamente.

Para calcular la matriz del homomorfismo en las bases candnicas, M(f, B., B”
necesitamos conocer las coordenadas en B? de los vectores f(e,), flea), fles).
Conocemos las imigenes de los vectores de la base

]1

B ={v;=(1,0,1),u3=(0,1,1),u3 =(1,1,0)}.

Debemos, por tanto, expresar los vectores de B, en funcién de los de B.

Como (1,0,0) = %ul - %1‘-"1 + %t.fs, entonces

11,0, = 3 0) = (0 + 5103
1 1 1 1
=300 =302 +50.1) = (3.)

| 1 1 ;
Como {U‘, 1,0] = —E'U‘] + ﬁl-'g + Eli‘a., se tiene,

£0,1,0) = =3 f(m) + 5/(02)+ 310} = (5:1):

1
Como (0,0,1) = 4 + %t’g - %Ug se obtiene

£0,0,1) = () + 37(0n) ~ 5 (os) = (=301

00| -

¥ 1.1
Entonces, M(f,B.,B)=| 2 2 2
01 2

ii) V =z, + 27 — z3 = 0. Unas posibles ecuaciones paramétricas son

I|=A
Iy =p
z3=A+p
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y una posible base de V es By = {(1,0,1),(0,1,1)}. {f(1,0,1), f(0,1,1)} serd un
sistema de generadores de f(V). Como

-0

el vector (0,1) es una base de f(V) siendo unas posibles ecuaciones paramétricas de

= N -
o N -
— DO =

T3
que “hemos perdido” dimensiones por medio del homomorfismo f, ya que siendo V' de
dimensién 2, f(V) es de dimensién 1.

flv)= { o fg y una posible ecuacién implicita de f(V) es z; = 0. Obsérvese

.
11. Se define un homomorfismo f: E* —s E* tal que f(e; — e3) = uy, fez —e3) =uy —uz y
f(2e3) = 2uy + 2u,, donde B = {e,e;,¢3) es una base de E° y B' = {uy,uy, us, uy} es
una base de E*. Se pide
i) Matriz asociada a [ en las bases B y B’
ii) Ecuaciones no paramétricas de Im f.
iii) Nicleo de f.
iv) Ampliando una base del niicleo a una de E®, hallar la matriz de f en dicha base y en

la base B’ de E*.
SOLUCION:
i) Para obtener la matriz asociada a f en B y B’ nos hace falta conocer f(e,), f(es) ¥
[f(es). Al ser
fler—e3) = fley) = fles) =
flea—e3) = flea) — fles) = wy —uy
f(2e3) = 2f(es) = 2u1 + 2us
Se deduce que
Jles) =y +uy fle) = 2u; +ug flea) = 2wy + ug = uy
21 21
Por tanto, M(f, B, B') = (1) g (1)
0 00

ii) Un sistema de generadores del subespacio imagen serd
S= {(1,0, 1,0).(2,0, I,O), (2’ -1, 1:0)}
Vamos a comprobar que es un sistema libre.

A(1,0,1,0) + p(2,0,1,0) + p(2,~1,1,0) = (0,0,0,0) =
A+2u420 =0
{-p =0 = A=u=p=0.
Adpu+p =0
S es un sistema libre y por tanto, S es una base de Im f, con lo que dimIm f = 3. El
numero de ecuaciones implicitas de Im f serd 4 — 3 = 1.
Obtenemos en primer lugar unas ecuaciones paramétricas de Im f que serdn

n=A+2u+2p
I =—p
3=A+putp
z,=0

Por tanto, la ecuacién implicita es z4 = 0.
iii) Teniendo en cuenta que dim £* = 3 = dimKer f + dimIm f y como dimIm f = 3, se
tiene que dim Ker f = 0 = Ker f = {0}, por tanto, f es inyectivo.
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iv) Como el niicleo se reduce al vector cero, cualquier base de E® es una base ampliada de
la del niicleo; por ejemplo B* = {(1,~1,0),(0,1,1),(0,1,0)}.
Nos piden M(f, B*, B'); por lo tanto, necesitamos conocer las imdgenes de los vec-
tores (1,-1,0), (0,1,1) y (0,1,0).

2 2l (1 (0
(1, —: (1) °l)= (1, = f(1,-1,0)=(0,1,0,0)
o 00/\ % \o
2 21 [ 3
(O -1 0\ ;i _1\
Lo L= o] = fOL)=(3,-120)
ST S W
(2 21N zen [ 2)
(]) -: (l) (1)= —i = f(0t110)=(2t’1‘1‘0]
o 00/VY \ o)
b % 9
Por lo tanto, M(f, B°, B') = ( ") -; -}
0 0 0
L]

12. Se define una aplicacién lineal f: E5 — E's de manera que f(e;) = uy — g, flez) = uy,
fes) = u, siendo B = {e;,e5,¢3} y B' = {uy,uy,us} bases de E5 y E'5, respectivamente.
Se pide
i) Matriz asociada a [ en las bases B y B'.
ii) Dimensién de Im f.

iif) Una base de Ker f. 5 =p
iv) Calcular unas ecuaciones implicitas de [(V)siV ={ z;=p
Za=p+6

v) Sien Ej se realiza el cambio de base B} = {€},¢},¢,} donde e, = ¢, ey =€} + ¢, y
e3 = €, + €5, calcular Ia nueva matriz asociada a [ en las bases B} y B'.

vi) Si en E se hace el cambio de coordenadas 2, = 2, + 23— 23, 2y = 1, — 23 y 2 = 73,
calcular la nueva matriz asociada a f, siendo (z},x}, z}) las coordenadas en una nueva
base Bj.

vii) Obtener la matriz de f cuando se realizan simultineamente los dos cambios anteriores.

SOLUCION: i

i) Por ser la matriz asociada la que tiene por columnas las coordenadas de los vectores

flex), f(ea) y fles) se tiene

£
M(f,B,B)=| -1 10
000

i) § = {(1,-1,0),(0,1,0),(1,0,0)} es un sistema de generadores de Im f. El conjunto
T = {(0,1,0),(1,0,0)} es una base de Im f; por tanto, dim Im f = 2 (el vector (1,~1,0)
es combinacion lineal de los vectores de T').

iii) Calculamos Ker f

3 I3 | z 0
-110]|lyl=1o =>{’+’ =
000)/)\z \o ~2ty =0

son unas ecuaciones paramétricas del Ker f, por tanto, By..; = {(1,1,—-1)} es una
base del Ker f.

A
A
-\

NN
nnn
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iv) By = {(1,1,1),(0.0,1)} es una base de V; por tanto, f(BV) = {f(lvlvl)af(ovovl)}
¢s un sistema de generadores de f(V).

101\[1 2

( 3 o) (1) - (o) = f(1,1,1)=(2,0,0)
000/\1 0
101 /0 1

( =1 o) (o) = (o) = £(0,0,1) = (1,0,0)
000/\1 0

luego, Byvy = {(1,0,0)} es una base de f(V) y unas ecuaciones paramétricas de f(V)

son
z
v
z
El nimero de ecuaciones implicitas es 3 —
y=0
z=0
son unas ecuaciones implicitas de f(V).
v) Si B = {¢}, ¢, ¢;} para calcular M(f, B, B') necesitamos conocer las imagenes de ¢,

e

o -0 O

o 0O e

oot Ul | O

= 2 por lo tanto

€& yes
fler) = f(e])
flea) = f(ey) + flel)
fles) = f(e}) + fle5)
de donde

f(c’,)=(l,-—l.0), f(&;)=(—-l.2,0), f(e§)=(0.l,0);

0 00
vi) La ecuacion matricial del cambio de base es

Z'l 1 1 -l I
1; = 1 -1 0 Iz
1'3 0 0 1 I3

siendo (z},z},7}) las coordenadas en la nueva base B} y (1,2, 73) las coordenadas
en B

Para calcular M(f, B, B;) hallaremos las coordenadas de f(e), f(e2) ¥ f(ea) res-
pecto de la base Bj.

f(er) = (1,~1,0) tendrd por coordenadas en B;

(4 14

Las coordenadas de f(e;) = (0,1,0) en B} serin

4 T

Y por iltimo, las de f(e3) = (1,0,0) son
1 1 -1 1 l
1 -1 0 0]l=]1].
D 0 1 0 0
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0 00
vii) Hallamos las coordenadas de f(e}) = (1,~1,0) en B}

4 14l

Calculamos ahora las coordenadas de f(e;) = (—1,2,0) en B;

14 Y1

Hacemos lo mismo con f(e5) = (0,1,0)

(4 A

00 ‘1. 1
Luego M(f,B;,B;)=| 2 -3 -1
0 0 0

0 11
Por lo tanto, M(f,B,B;)=(2 -1 1).

13. En IR® se considera la base B = {e,, ¢;,e3}. Clasificar el endomorfismo f: IR* — IR’ dado
por f(e1) = ae; + €3 + €3, f(ea) = €1+ €2+ €3 y f(es) = €1 + bey + €3 segiin los valores

deayhb.
1.
1 b
11

Un sistema de generadores de Im f es S = {(a,1,1),(1,1,1),(1,b,1)}. Un sistema equivalente
a S puede ser 8’ = {(1,1,1),(a = 1,0,0),(0,b - 1,0)}. Distinguimos los casos siguientes
i)a#1yb#1, entonces S es libre, ya que dim L(S) = dim L(S') = 3. En este caso,
dimIm f = 3 = dim R® y f es sobreyectivo. Ademds, dimKer f =0y f es inyectivo.
Por lo tanto, f es un automorfismo.
i) a=1yb#1=> Bimy={(1,1,1),(1,6,1)} ¢s una base de Im f, dimIm f =2y f no
es sobreyectivo. Ademds, dimKer f = 1 y f no es inyectivo.
iil) a# 1y b=1 es un caso analogo al anterior, f no es inyectivo y tampoco sobreyectivo.
wya=1yb=1, By = {(1,1,1)}, dimImf = 1 y f no es sobreyectivo. Ademas,
dimKer f =2 y f no es inyectivo.

SOLUCION:

La matriz del endomorfismo [ en la base B es

M(fstB)z (

—— 0

14. Se definen los homomorfismos f y g de la siguiente manera
[l — R con f(zy,73,23) = (21 — T3, 7y — 23,0,2)
913‘ — IR* donde gy, 2,93, %) = (1 + ¥ 1 — ¥2)
Se pide

i) Matriz asociada a f en las bases candnicas BY y B. Rango de f.
ii) Matriz asociada a g en las bases candnicas B! y B?. Rango de g.
iif) Matriz asociada a go f.
iv) Niicleo de g o f.
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SOLUCION:
i) Las ecuaciones del homomorfismo f Son

nh=o I

Y1=71— 23
ya=0
=n
cuya forma matricial es
" 1 -1 0
wl_|1 o1 |(®
w| |0 0o o)l?
Y4 1 0 0 ®
Por lo tanto :
1 -1 0
1 0 -1
MUBLEY=|¢ ¢ o |=4
1 0 0

S ={(1,1,0,1),(-1,0,0,0),(0,~1,0,0)} es un sistema de generadores libre de Im f,
luego dimIm f = 3 y el rango de f es 3.
ii) Siendo (21, 2) las coordenadas de un vector de IR? las ecuaciones del homomorfismo ¢
las podemos escribir como
{n=w+m
2= 0
Por lo tanto

1 =100

§ ={(1,1),(0,—1),(1,0)} es un sistema de generadores de Im g, por tanto, el conjunto
T = {(0,-1),(1,0)} es una base de Img, dimIm g = 2 que es el rango de g.
ili) La matriz asociada a g o f es el producto de las matrices B - A

M(g,ez.az)=(‘ 0.8 ‘)=B

L =¥ 0
1 oo1\[1 01 3 =1
H{.EI'DL-B:?B:}:(I =1 ﬂﬂ) 0 0 o0 =(D = l)
10 0

iv) Ker(g o f) viene dado por los vectores solucién del sistema
=)
2 -10 ) ® ( 0 ) { 2r—y =0 %
= y|= = i 5 = y=2\
( 0 -1 1 ( ¢ ) 0 yv+z =0 o)

son unas ecuaciones paramétricas de Ker(go f); haciendo A = 1 se tiene que {(1,2,2)},
es una base del Ker(g o f), y unas ecuaciones implicitas pueden ser

y—2z =0
z—y =0

15. Se consideran 3 espacios vectoriales A, B y C, cuyas bases respectivas son B, = {e1,€3,€3},
Bg = {uy,u3} y Be = {e1,¢3,¢3} y dos homomorfismos

IA——OBE{‘}}:;; :::;—uf g:B__’CE{g(ul) =0 —¢+ 2¢3
fles) =2uy a(uz) = —q
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Se pide
i) Matriz del homomorfismo h = go f: A — C.
ii) Encontrar el conjunto h={(1,1,1)}, donde (1,1,1) € C.
iii) Niicleo de h.
iv) Imagen mediante h del subespacio interseccion de los subespacios de A siguientes

z,=2)+ﬂ
Vi={ 5=)A-8 Vi=zy—234+223=0
z;,:—;\
SOLUCION:
100 i A
i) Lamatrideefes(_l 1 2)ylamatt.riz(:v'deges —1 -1 | Por tanto, la
2 0

matriz H de h = go f serd

| g0 q. :2
Ha@Q:Pa | <t (_} : g)= g =i
2 0 2 0 0
ii) A7'{(1,1,1)} es el conjunto de vectores (z;, x3,z3) de A que se transforman en (1,1,1)
mediante h; por tanto

0 1 2 e 1 To+2z3 =1
0 -1 -2 2 |=1]1 == —-Zy — 223 =1
2 0 0 z3 1 2z, =1

No hay ningiin vector que satisfaga skmulténeamente las dos primeras ecuaciones por
tanto A'{(1,1,1)} = @.
iii) El nicleo de h es la solucién del sistema

0 1 2\/(= 0 B 2 =0
02 | gm0} wp {;”‘2’3 s = {m=2n
2 0 0 z3 0 " . I3= =\

iv) Eliminando A y 8 en las ecuaciones paramétricas de V;, esto es, haciendo A = —z3,
= —I; — Z3, y sustituyendo en z,, obtenemos que la ecuacion implicita de Vj es
Iy +Iz+313=0.
Un vector de V; N V; satisfard las dos ecuaciones de V) y Vi, es decir

21+1‘2+323=0

Vlnvza{zl—:g+2z;,=0

de donde z3 = 2\, r, = =5\, z, = =\,

Esto es, un vector de V; N V; es de la forma (—5A, —A,2A) y una base de la misma
es (5,1,-2).

Para obtener el subespacio transformado de Vi N V3, calculamos un sistema de
generadores de h(V; N V;), que serd h(5,1,-2), es decir

0 1 2 5 -3
0 -1 -2 1]1=] 3
2 0 0 -2 10
Por tanto, una base de h(V) N V3) es (—3,3,10) y unas ecuaciones paramétricas de

k(¥ N V3) son
2, = -3
Iy =3:’L

zz = 104
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Unas ecuaciones implicitas de dicho subespacio pueden ser

I+ I3 =1
31!3— ].D:Eg =0

Matematicas I. Ingenieria en Sistemas Industriales pdg. 12



Tema 11. Aplicaciones Lineales

18. Sea Py(z) el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que 3 con coeficientes
reales. Sea f: Py(z) — Py(z) definida por f[p{z)] = Bp(z) +p/(z) con B € RR.
i) Probar que f es una aplicacion lineal.
i) Hallar N(f) e Im [ segin los valores de f3.
iii) Suponiendo § = 1, hallar la matriz asociada a f, cuando se considera en Ps(z) la base
B = {2,z +1,2° — 1,2° + 1}, tanto en ef espacio de partida como en el de llegada.

SOLUCION:
i) VA, u € R y Vp(z),q(z) € Ps(z), se tiene

fAp(z) + pglz)] = BlAp(z) + pg(z)] + Ap/(2) + ud'(2)
= BAp(z) + Ap'(z) + uBy(z) + ug'(z)
= ABp(z) + ()] + ulBe(z) + ¢'(2)] = Af[p(z)] + ufle(=)]

Por tanto, f es una aplicacion lineal.
ii) Consideremos en Ps(z) la base canénica B, = {1,z,2% 2z} y calculamos las coorde-
nadas de las imagenes de sus elementos.
- f(1) = B, cuyas coordenadas en B, son (5,0,0,0).
- f(z) = Bz + 1, cuyas coordenadas en B, son (1,5,0,0).
- f(z*) = Ba® + 2z, cuyas coordenadas en B, son (0,2, 4,0).
- f(z*) = pz® + 32?, cuyas coordenadas en B. son (0,0,3, ).
Por lo tanto, la matriz de f en la base candnica serd

Ml:af! B.B.) =

§={(8,0,0,0),(1,5,0,0),(0,2, ,0),(0,0,3, 5)} es un sistema de generadores de Im .
Si B # 0 entonces el sistema es libre, como se ve inmediatamente; por lo tanto,
dimIm f = 4, luego Im f = P3(z) y Ker f = {0}, es decir, f es biyectiva.
Sig=0,8 = {(1,0,0,0),(0,2,0,0),(0,0,3,0)} es una base de lm f por ser un
sistema libre de generadores. En este caso, dimIm f = 3 y dimKer f = 1; por tanto,
f no es ni sobreyectiva ni inyectiva.
Unas ecuaciones paramétricas de Im f seran

=)
y=2p
z=3p " AmpeR
t=0

El niimero de ecuaciones implicitas es 4 — 3 = 1, por tanto, { = 0 es una ecnacién
implicita de Im f,
El niicleo viene dado por el sistema

0100 xy 0 I|=A
0020 12_0 al Iy =
0003 zz | |0 =0
0000 T4 0 ty =10

son unas ecuaciones paramétricas del Ker [ y (1,0,0,0) es una base del Ker f, el cual
tiene 4 — 1 = 3 ecuaciones implicitas independientes, que pueden ser

Izzo
23=0

I|=0
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§={(8,0,0,0),(1,4,0,0),(0,2,5,0),(0,0,3, 5)} es un sistema de generadores de Im ¥

Si B # 0 entonces el sistema es libre, como se ve inmediatamente; por lo tanto,
dimIm f = 4, luego Im f = P3(z) y Ker f = {0}, es decir, f es biyectiva.

Si g=0,58 = {(1,0,0,0),(0,2,0,0),(0,0,3,0)} es una base de lm f por ser un
sistema libre de generadores. En este caso, dimIm f = 3 y dimKer f = 1; por tanto,
f no es ni sobreyectiva ni inyectiva.

Unas ecuaciones paramétricas de Im f seran

2=}
y=2u
z=3p
t=0

v ApmpeR

El niimero de ecuaciones implicitas es 4 —3 = 1, por tanto, { = 0 ¢s una ccnacion
implicita de Im f,
El niicleo viene dado por el sistema

0100 y 0 I|=A
0020 z | _ |0 Sk ry =10
0003 zz | | 0 3=10
0000 T4 0 ty =10

son unas ecuaciones paramétricas del Ker [ y (1,0,0,0) es una base del Ker f, el cual
tiene 4 — 1 = 3 ecuaciones implicitas independientes, que pueden ser

1'2:0
23=0
I|=0

19. Se dan los espacios vectoriales Ps(z) y Maxa con las bases canénicas B. = {z°,z% 2,1} y

z={(s0)(8).(10) (3 1))

Se considera el homomorfismo f: Ps(z) — Myyq definido por
3 b—d
f(az"’+ba:’+cz+d)=(cjb 0 )

Se pide
i) Matriz del homomorfismo en las bases citadas.
ii) Ecuaciones implicitas del subespacio imagen.
iii) Calcular una base del nicleo.

SOLUCION:
i) Necesitamos las coordenadas de f(z°), f(z?), f(z) y f(1) en la base B.
- f(z%) = ( (1] g ). que tiene por coordenadas (1,0,0,0) en B?.

- f(z¥) = ( _(1) 5 ), que tiene por coordenadas (0,1,—1,0) en B:.

- flz)= ( ‘l) g ). que tiene por coordenadas (0,0,1,0) en B:.

- f(1) = (g —‘l) ). que tiene por coordenadas (0,—1,0,0) en BZ.

Matematicas I. Ingenieria en Sistemas Industriales
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Por lo tanto,

M(f, B, B;) =

o-o o
SO -0

0
1
-1
0

oo o -

ii) Un sistema libre de generadores de Im f es S = {(1,0,0,0),(0,1,-1,0),(0,0,1,0)};
por tanto, una base de Im f serd B,y = {(1,0,0,0),(0,1,-1,0),(0,0,1,0)} y unas
ecuaciones paramétricas son

I;=/\
S A R.
za= —I‘+p A\ |p’pe
34=0
El nimero de ecuaciones implicitas de Im f es 4 =3 = 1 y 4 = 0 es una ecuacién
implicita de Im f.
iii) dimKer f =1 y Ker f es la solucién del sistema
1 00 O Ty 0 2o =0
0 1 0 -1 Iz - 0 - :.l :g — I = A
0-11 0ffla ]| |0 ool 3=
0 00 0 Ty 0 2 % 14"/\

siendo entonces {(0,1,1,1)} una base del Ker f.

20. Se considera el endomorfismo del espacio vectorial IR* definido de la siguiente forma
- El nicleo del endomorfismo es el subespacio vectorial de ecuaciones

{

- Los vectores (1,1,1,0) y (0,0,0,1) se transforman en si mismos.
Se pide
i) Matriz del endomorfismo en la base canénica de I".
if) Dado el subespacio de ecuaciones implicitas

v

hallar unas ecuaciones paramétricas de su imagen.
iii) Matriz del endomorfismo en la base

z4+y+z=0

i=0 (z,9,2,t) € R'.

z+y+z—-t=0
t=0
z—-y+2t=0

B. = {(1’ l)]sl)v(oylv lv l)l (0101 ll ])I (0,0,0, 1)}'
SOLUCION:

i) Para obtener la matriz M(f, B., B.) necesitamos las imagenes de los vectores de B,
er = (1,0,0,0), ez = (0,1,0,0), es = (0,0,1,0) y e, = (0,0,0,1).
Sabemos que f(1,1,1,0) = (1,1,1,0) y que f(0,0,0,1) = (0,0,0,1). Ademas el
nticleo viene dado por

{

que son unas ecuaciones paramétricas de Ker f y una base de dicho subespacio es

BK“! = {("1,1,0.0),(—1,0, 1,0)},
Matematicas I. Ingenieria en Sistemas Industriales
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luego, f(-1,1,0,0) =

Si llamamos ¢;

f(ed) = (0,0,0,1),

Luego,

(0,0,0,0) y f(—1,0,1,0) = (0,0,0,0).
Por tanto, tenemos las imdgenes de los vectores de una base

B ={(1,1,1,0) = v;,(0,0,0,1) = vy, (=1,1,0,0) = vg, (1,0, 1,0) = v},

‘w(js Bn BC) =

= f(v1), &2 = f(v), como f(v3) =0y f(vs) = 0 tenemos

= fler) + flea) + fles)
¢ = f(eq)
0 =—fler) + flea)
0= —fley) + f(es)

De donde se deduce, al ser ¢; = (1,1,1,0) y ¢; = (0,0,0,1) que

&) = flea) = ftex) = (3.3.3:0)

1/3 1/3 1/3 0
1/3 1/3 1/3 0
1/3 1/3 1/3 ol
0 0 0 1

i1) El subespacio V' esta contenido en Ker f, ya que

por tanto, f(V) =

Vv =L{(1,1

{0} y unas ecuaciones paramétricas de f(V) son

v=2,0)} y (1,1,-2,0) € Ker f;

~
°oco

s N
L {4

i) Para hallar M(f, B*, B*) necesitamos conocer las coordenadas de las imigenes de los
vectores de B* en B".
La expresion matricial del endomorfismo en la base B, es

Hallaremos las imagenes de los vectores de B* en B..

s
\l(/’3
(s
\lél

1/3 1/
1/3 1/
1/3 1/
0 0

1/3 1/
/3 1/
1/3 1/
0 0

(1/3 1/3
1/3 1/3
1/3 1/3
\ 0
(1/3 1/3
1/3 1/3
Ln/s 1/3

0

0

1/3 1/3 1/3 0\ (= <
3y s olly] v
i3 13 13 of| 2 ||
0o 0o o0 1)\¢ :
30\ /1y (1
g 8 : " : = FHLL = (11.0)
i/\1/) 1
30\ [0\ (23
3ol | 1]=] %8 |=rerin=(5551)
1/ \1) 1
1/3 0\ (0\ (1/3 -
s ol 11 1=1 15 | = ro0nn=(5551)
0o 1/\1 \ 1
1/3 0\ (0 (0
:ﬁg g = g = £(0,0,0,1) = (0,0,0,1)
o 1)\ \ 1

Calculamos ahora las coordenadas de los vectores imagenes en B*
- f(1,1,1,1) tiene coordenadas (1,0,0,0) en B*.

2272

= f(oal)17l)= (5»513,

luego tiene coordenadas

1)=2

3'

1
=(1,1,1,1) +0(0,1,1,1) +0(0,0,1, 1) + 5(0,0,0,1),
1 o

)en B*.
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111 1 2
- J(0,0,1,1) = (5.515,1) =3(1,1,1,1)+0(0,1,1,1) +0(0,0, 1, 1)+3(0,0.0,1),

2
luego tiene coordenadas (E,U,ﬂ, —3~) en B°.
- £(0,0,0,1) = (0,0,0,1) tiene coordenadas (0,0,0,1) en B".
1 2/3 1/3 ©
00 0 0
0o 0 of
0 1/3 2/3 1

Por lo tanto M(f, B*, B") =

21. Se consideran los espacios vectoriales E, F' y G siendo E el conjunto de los polinomios de
grado menor o igual que 1 (E = {az + b [ a,b € R}), F las matrices simétricas de orden
2yG=R

Se definen las aplicaciones lineales f: E — F y g: F' — G de la forma

f{u+b}=(‘; :) g(j i):{a.c,.rr+-:']

Sean B = (8,1}, B' = {(5 g),(? é)(g ']])} B" = {{1,0,0}, (0,1,0),
(0,0,1)} las bases candnicas de E, F y G. Se pide

i) Matrices de los homomorfismos [, g y g o f en las bases antenores.
ii) Calcular el subespacio transformado por g o [ del subespacio \" C [k siendo V' el
subespacio V = {az +a [ a € R}.

iii) Si en F utilizamos la base B, = {(; 'i') ( ) (1; k1 )},haﬂar!as ma-
tricesde [, g y go f en las bases B, B, y B".

SOLUCION:
i) f(z) = (1 0)_(1 0,1) en la base B. f(1)_(° i ):(O,I,O)enlabaseB'.

10

o( g 0)=0000 g(‘l".(’,)=(o,o,0) o7 7)=010

1 0
Por tanto, C = M(g,B',B") = ( 0 1
1 1
00 10 1 0
01 01 1=]21"0 |
01 10 20
)

. Entonces, un sistema de generadores

10
Por tanto, A= M(f,B,B') = (0 1 )

M(gof.B,B")=c-A=(

ii) Un sistema de generadores de V es el vector (1,1
del subespacio transformado g o f(V) serd

E9)06-()

Por tanto, (1,1,2) es una base de go f(V).
i) f(z)_(‘ 0)“'(100)mlabasc3' f(n)_(° ‘) (0,1,0) en la base B!,

10
Por lo tanto, A’ = M(f, B, B.) = (0 l)
00
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g((l) ?):(1,1,2) g(‘l’ é):(o,o.o) g((l, _?):(1,-1,0)

10 1
Entonces, C' = M(g,B.,B") = (I 0 -1 ) La matriz de g o f serda C'- A', es
20 0

1:0: 1 10 10
10 -1 01|=|10].
20 O 00 20

Coincide con la calculada previamente, ya que ni en E ni en G se ha realizado un
cambio de base.

PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Sean dos espacios vectoriales E y F. Estudiar qué aplicaciones de las siguientes son homo-
morfismos. .
i)E=F=R, f(z) =Xz, € R, z€ R, ) fijo.
i) E=F = R, f(z) =z -z, 70 € R® fijo.
i) E=F =R, f(z) = (21,1,%3), siendo = = (2,3, 23).
iv) E=F =R f(z) = (23 - ::;.('),0), siendo = = (z,,23,73).

v)E=F=M,.,.,f(A)="'2A

/ " p(t) dt
vi) E=F = Py(R), fp(z)] = =——+p'(z).

2. Se consideran las aplicaciones
a) f: IR® — R® definida por f(z14T2,23) = (Z1 + T3 + 23,21 + 22, 73).
b) g: R — R? definida por g(zy,23,73) = (zy — 22,2, + 73).
i) Demostrar que son aplicaciones lineales.

ii) Calcular su niicleo y su imagen.

iii) Siendo el subespacio V = L{(1,~1,0),(1,1,1)}, caleular f(V) y g(V). Calcular también
F71{(0,0,00}) y £ ({(2,2,1)}).

iv) Calcular f~Y(W), siendo W = {(zy,23,23) [ 2; = 3\, 29 = 2\, 23 = A},

13. Se considera el homomorfismo entre espacios vectoriales f: > — IR, definido de Ia forma
f(1,3,5) = (1,0), £(0,1,1) = (1,0) y f(0,0,1) = (0,0).

i) Hallar la matriz del homomorfismo en las bases canénicas.
if) Hallar las ecuaciones implicitas del subespacio transformado del de ecuaciones

14. Se considera el homomorfismo de espacios vectoriales f: IR* — R® definido de la forma
flz,y) = (z+y,z —y,2 +2y). Se pide
i) Ecuaciones paramétricas del nicleo de f e implicitas de la imagen de f.

ii) Hallar la matriz de f respecto de las bases {(1,2),(2,0)} en IR* y {(1,0.0), (0,2,0),
(0,0,3)} en IR®.
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15. Sea el espacio vectorial IR'. Se define el endomorfismo [ que verifica las condiciones si-
guientes: f* es el endomorfismo nulo, y los vectores (1,1,1,1) y (1,1,1,0) se transforman,
respectivamente, en los vectores (1,1,0,0) y (1,0,0,0).

Caleular la matriz del endomorfismo en la base canénica, asi como el niicleo y la imagen.

16. Se considera la familia de endomorfismos f, cuya matriz en la base candnica de IR® es

| OB 5 |
al a
1 a0

Hallar los valores de a para los cuales f, no es automorfismo. Para dichos valores calcular
Ker f, e Im f;.

17. Sean los espacios vectoriales E, F' y G referidos respectivamente a las bases

{61.62,63,64} {81,32} {01.03.03.64}

Se consideran los homomorfismos f: E —+ F y g: F — G definidos de forma que

fle) =48, + 5, fle2) = 23, fles) = 81 +2s; fled) = s+ 82
dn)=a+2a+c g(s2)=at+ta+a

Se pide
i) Obtener el transformado del vector u = (—1,2,1,—1) respecto de la base {e,, €3, €3,
€4}, mediante el homomorfismo h = go f. A la vista del resuitado, estudiar si h es
inyectivo.
if) Hallar unas ecuaciones implicitas del niicleo y de la imagen de h respecto de las bases
dadas. Obtener también una base para el nicleo y otra para la imagen de h.

18. Sean los espacios vectoriales reales IR y IR'. Para cada valor real del parimetro ) se define
el homomorfismo f,: ' — IR®, por fy(zy, 23,23, 74) = (Azy + 23,7y + Azg, 12 + 14). Se
pide

i) Valores de A para los cuales f) es inyectivo.
ii) Valores de A para los cuales f) es sobreyectivo.
iif) Calcular una base del niicleo de f para A = 2.

iv) Sea V el subespacio de IR definido por las ecuaciones implicitas { :; :g . Galeular

las ecuaciones implicitas de fy(V') para A = 0.
v) Calcular la matriz de fy cuando A = 1, la base de R* es la candnica y la de IR® es
{(1,0,1),(0,1,1),(1,1,0)}.

19. Se consideran los espacios vectoriales IR? y R®. Se define entre ellos la familia de homo-
morfismos f,: IR* —s IR? de la siguiente forma

a) Las ecuaciones implicitas de Ker f, son { ::_: : : : : g ;
b) f.(0,0,a = 1) = (0,a—=1) y fa(1,0,1) = (2,1).

Se pide
i) Calcular la matriz de los homomorfismos cuando las bases consideradas son las candnicas
y a es un numero real arbitrario.
ii) Ecuaciones paramétricas del transformado del subespacio cuya ecuacion implicita corres-
pondeaz+y+z=0.
iii) Para a = 1 encontrar, si existen, los vectores que se transforman en los vectores (2,1) y
(2,3).
ii) Rango de f.

22. Sea f,: R* — IR* una aplicacidn lineal cuya matriz en las bases candnicas es
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1 24a 0 a
a 1 1 0
2 a 0 -a
3242 0 0

Demostrar que existe uh subespacio V de IR* con V # IR* que contiene 3 Im f,, YVa € .

23. Sea V el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que uno, con las ope-
raciones usuales: V = {a + bz [ a,b € R}. Sea [ el endomoerfismo de V que verifica las
condiciones siguientes

a) fll+z)=2-=.
b) El niiclec de f coincide con la imagen, es decir, Ker [ = Im f.
Se pide
i} Matriz del endomorfismo f en la base B = {1,z}.
i) Calewlar una base de f(W) siendo W el subespacio de ecvacién z, + 2z, = (1, donde
(zy,T3) son coordenadas en la base B,
i) Imagen inversa del conjunto {(1,1),(0,0)}.

24. Se consideran A = IR;[z] y C = IRy[z], siendo [R;[z| el espacio vectorial de los polinomias
con coeficientes reales de grado menor o igual que dos. 5ea f: A — ' el homomorfismo
definido por las condiciones siguientes

a) Los polinomios p(z) de ;x| sin término independiente se transforman en si mismos,
b) El niicleo de f es el subespacio de los polinomies de I,[z] que tienen los tres coeficientes
iguales,

Se pide
i) Matriz del homomorfismo f en la base canénica de Ryz], B = {1,z,2*}.
ii) Base del subespacio transformado del subespacio de ecuaciones paramétricas

r=A=2u+p
y=A=2u4p
z=)—2p

iif) Matriz del homomorfisme [ considerando en A la base B'= {1 + =+ 2% 14 2,1} ¥
en C la base candnica B = {1,z,z*}.

25, Sean Sa.s(iR) el espacio vectorial de las matrices simétricas de orden tres y Agys(IR) el de
las matrices antisimétricas de orden tres. Se considera el homomorfismo [ de S3ys en Aaxa
definide por las condiciones siguientes

a) El nicleo estd formado por las matrices diagonales.

0 a b 0 —-a ~b
b)fla 0 c|=|a 0 —c|.
b c 0 b ¢ 0
Se pide
i) Calcular la matriz del homomorfismo cuando la base en Siy3 es

100\ /100y /1too\ /011 /010

010/[,{0 1 0/,/0 00/,]1 0 1],{1 01

001/\0o00 \0o0o0/ \110/ \0o10
yen Az es

010 001 0 00

=100 1:1 086 011G 01|

000 -1 00 0 -10

ii) Encontrar en Ssys un subespacio de dimensién cuatro que se transforme mediante f
en uno de dimensidn dos.

iti) Estudiar si el hamemorfismo es o no epimorfismo.

B —_
—

010
1 00
000
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Tema 11. Aplicaciones Lineales

27. En el espacio vectorial E de las funciones reales de variable real se considera el subconjunto
V = L{e*,e7%,1,shz,chz}

Sea la aplicacion f:V — V definida por f[h(z)] = h'(z). Demostrar que es homomorfismo.
Calcular su niicleo e imagen.
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